UBER DEN WERT DER VON DER GRENZE
x = (0 BIS HIN ZU X = 1 ERSTRECKTEN

INTEGRALFORMEL

f xa_ldx (1—xb)(1—xc) *
In x 1—x"

Leonhard Euler

§1 Das, was ich vor nicht allzu langer Zeit {iber die Integration von Differen-
tialformeln solcher Art, in deren Nenner In x auftaucht, hervorgehoben habe,
wo ich gezeigt habe, dass der Wert dieser von x = 0 bis x = 1 erstreckten

Integralformel
x7—1 _ yb-1 a
/ mx X =Ing
ist, schien nicht nur der ganzen Aufmerksamkeit wiirdig, sondern schien auch
gleichsam ein neues Feld in der Methode des Integrierens zu eroffnen, deshalb
weil die Integration von Formeln solcher Art vollig einzigartige Kunstgriffe
erfordert, aber aus noch wenig bekannten Prinzipien abgeleitet worden war.
Zu dieser Zeit schien sich diese Untersuchung erst nicht weit zu erstrecken,
wiahrend es mir moglich war, aufler der gerade erwdhnten Formel diese auf
wenige andere auszudehnen; nun aber, nachdem ich diesen Gegenstand noch
einmal sorgfiltiger durchgegangen bin, habe ich entdeckt, dass eine um Vieles
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allgemeinere Formel, natiirlich die, die man hier im Titel erblickt, mit dem
gleichen Erfolg gefunden werden kann. Ja diese Methode, die ich hier erortern
werde, kann sogar auch auf noch allgemeinere Formeln in leichter Weise
ausgedehnt werden, woher sich ein nicht zu verachtender Zuwachs auf die
ganze Analysis zu ergiefien scheint.

§2 Wir wollen also mit dem Buchstaben S den Wert der vorgelegten Formel
bezeichnen, welchen sie nattirlich annimmt, wenn ihre Integration von der
Grenze x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt wird, sodass

S_/x”_ldx(l—xb)(l—xc) von x=0
- Inx T—x" bis x=1

ist, um welchen Wert zu finden, man vor allem bemerken muss, dass der Bruch
% so beschaffen ist, dass er fiir x = 1 gesetzt vollig verschwindet.
Weil ndmlich so im Zihler 1 — x? wie 1 — x¢ den Faktor 1 — x involviert und
daher der ganze Zihler den Faktor (1 — x)? hat, wihrend im Nenner nur
der Faktor 1 — x einfach enthalten ist, ist klar, dass fiir x = 1 gesetzt der
ganze Bruch verschwinden muss; das sieht man auch daher ein, dass im Fall
x = 1 so der Nenner wie der Zihler verschwindet, woher, wenn gemaf3 der
allbekannten Regel anstelle des Zahlers, der entwickelt 1 — xb — x¢ 4 xbte
ist, wie anstelle des Nenners die jeweiligen Differentiale geschrieben werden,
dieser jenem im Fall x = 1 gleiche Bruch hervorgeht

—bxt — x4 (b +c)alte
_nxi’lfl 4

—b—c+b+c

=, der natiirlich

fiir x = 1 gesetzt geht aber dieser Bruch in diesen iiber
gleich 0 ist.

§3 Weil der Zihler des gerade betrachteten Bruches 1 — xb — x€ + xPFe st
werden, wenn er durch 1 — x" geteilt wird, aus den vier Termen die vier
folgenden unendlichen geometrischen Reihen entstehen:

I 14"+ 22 + 27" 4+ x* + 27" 4 etc
m: — xb _ xn+b _ x2n+b _ x3n+b _ x4n+b _ x5n+b — etc

II: — x¢— xn+c _ x2n+c _ x3n+c _ x4n+c _ x5n+c — etc

IV : berc + xn+b+c _|_x2n+b+c +x3n+b+c +x4n+b+c +x5n+b+c +etc



.. . . .. . -1
Die einzelnen Terme dieser Reihen miissen also mit der Formel £ n S"

pliziert werden, dann werden namlich die vom x = 0 bis x = 1 erstreckten
Integrale aller, wenn sie zu einer Summe zusammengefasst werden, den mit
dem Buchstaben S bezeichneten gesuchten Wert geben.

multi-

§4 Auf diese Weise ist also die ganze Aufgabe auf die von x =0 bis x =1
zu erstreckende Integration einer solchen Formel % ~ zuriickgefiihrt. Diese
Formel enthilt aber das Grundprinzip, woher alles, was ich einst {iber diesen
Gegenstand publiziert habe, abgeleitet worden sind; dann aber habe ich, um
ihr Integral zu finden, die Lehre tiber Funktionen zweier Variablen benutzt,
welche sich auf das gegenwértige Unternehmen nicht angenehm genug an-
wenden liefle; deshalb werde ich hier eine andere Methode hervorheben, mit
deren Hilfe diese Integration, die wir untersuchen, um vieles leichter und klar
ausgefiihrt werden kdnnen wird und durch die zugleich alles, was sich darauf

bezieht, nicht schlecht beleuchtet werden wird.

§5 Weil In x™ = mIn x ist, wenn der Buchstabe e die Zahl bezeichnet, deren
Logarithmus hyperbolicus der Einheit gleich wird, wird, nachdem der Kiirze
wegen mlnx = y gesetzt wurde, Inx™ = y = ylne sein und daher wird
andererseits x" = e/ = ¢"!"¥ gein. Weil also durch die altbekannte Reihe

3 4

v Yy y y
=ttt a3 T3 et

ist, wird fiir unseren Fall

xm_1+m1nx+mmln2x+m3ln3x+ m* In* x et
- 1 1-2 1.2.3 "1.2.3.4 "€

sein; daher wird also unter Verwendung dieser Reihe

ﬂ_i+ﬂ+mmlnx+m3ln2x+ m*1n3 x N m5 In* x + et
Inx Inx 1 1-2 1-2-3 1-2-3-4 1-2-3-4-5

sein. Es miissen also die einzelnen mit dx multiplizierten Terme dieser Reihe
integriert werden, woher freilich aus dem ersten Term die Formel [ 1% ent-
stehen wird, deren Wert, der von x = 0 bis x = 1 erstreckt wurde, ich gezeigt
habe oo zu sein, an dessen Stelle wir iiberall den Charakter A schreiben wollen;
dann aber entsteht aus dem zweiten Term das Integral Fx = m.



§6 Fiir die aus den iibrigen Termen zu entstehenden Integrale ist aus den
Grundlagen der Integralrechnung hinreichend klar, dass, wenn die Integrale
von x = 0 bis x = 1 erstreckt werden, es sein wird wie folgt:

/dxlnx:—l, /dxlnzx:—|—1-2, /dxln3x2—1-2-3,
/dx1n4x:+1-2-3-4, /dxlnsx:—1-2-3-4-5, etc

nach Einsetzen dieser Werte werden wir also finden, dass

dex—A—Fm—@—kme—m:-I-me—mf—k——etc
Inx 2 3 4 5 6 7

6 m’

sein wird. Aus der Lehre der Logarithmen ist aber bekannt, dass

ln(1+m)—m—@+m—3—m—4+m—5+t
- 2 "3 4 "5 TEC

ist, nach Einsetzen welchen Wertes wir

x"dx

/ =A+In(1+m)
Inx

haben werden, welches also der Wert dieser von der Grenze x =0 bis x = 1

erstreckten Integralformel ist, welche Grenzen man sich im Folgenden immer

ein wenig merken muss, woher wir diese nicht weiter erwdhnen werden.

§7 Dieser Wert scheint freilich mit einer aufiergewohnlichen Unannehmlich-
keit versehen zu sein, deshalb weil er den Charakter A verwickelt, dessen Wert
nicht nur unbekannt ist, sondern auch unendlich; weil aber fiir alle Formeln
dieser Art er immer dasselbe bleibt, sodass

x"dx

Inx

=A+In(1+n)

ist, ist klar, wenn eine dieser Formeln von der anderen abgezogen wird, dass
dieser Charakter vollig aus der Rechnung herausgeht und es

/.xm_xndx—ln1+m
Inx - 14mn

ist, die jener Fall selbst ist, zu welchem ich anfangs zuerst gefiihrt wurde.
Damit das aber klarer erscheint, in welchen Fillen dieser Charakter A vollig



aus der Rechnung herausgehen wird, wollen wir diese unbestimmte Form
betrachten
X = Ax® + BxP + Cx" + Dx° + Ex® + etc

und durch jenes gefundenes Integral wird

X

+AIn(1+a) +BIn(1+pB) +CIn(1+v) +DIn(1+05) +etc

sein; wenn deshalb die Koeffizienten A, B, C, D, etc so beschaffen waren,
dass A + B+ C + D + etc = 0 ist, wird dieses Integral immer so ausgedriickt
werden

Xdx

Toir =AIn(14+a)+BIn(1+B)+Cln(1+)+DIn(1+46) +etc,

3 : m
genauso als ob die kanonische Formel [ xln‘i(x

der Charakter A missachtet worden ware.

=In (1 + m) gewesen wire und

§8 Sooft also
X = Ax* + BxP + Cx” + Dx® + etc

war, wiahrend A + B + C + D + etc = 0 wird, wird dann das Integral f )];—d;‘
nicht weiter durch den Charakter A verunreinigt werden und die einzelnen

Integrationen werden sich so aufstellen lassen, als ob in Wahrheit

x™dx

Inx

=In (14 m)

waére. Weil also die Reihe den Wert von X beschafft, wenn x = 1 gesetzt wird,
ist klar, dass diese Integration immer gelingt, wenn X eine Funktion solcher
Art von x ausdriickt, dass sie fiir x = 1 gesetzt verschwindet. Weil daher die
Formel, die wir hier unternommen haben zu betrachten,

11— xb) (1 — x°)

X =
1—xn

4

wie wir schon beobachtet haben, fiir x = 1 gesetzt verschwindet, wird sich
ihre Integration mithilfe der kanonischen Formel [ 9% = In (1 + m) ausfiih-
ren lassen, nachdem man natiirlich den eingangs eingefiihrten Charakter A

missachtet hat.




§9 Weil wir ja schon oben auf vier unendliche Reihen gefiihrt worden sind,
welche mit der Formel xnl:fx multipliziert, dann aber integriert werden miis-
sen, wird, wenn wir diese Operation bei den einzelnen Summanden ausfiihren,
man den gesuchten Wert S durch die folgenden vier unendlichen Reihen aus-

gedriickt finden:

I: In(a)+In(a+n)+In(a+2n)+1In(a+3n)+In(a+4n) +etc
I: —In(a+b)—In(a+b+n)—In(a+b+2n)—In(a+0b+3n)
—In(a+0b+4n) —etc
S=qII: —In(a+c)—In(a+c+n)—In(a+c+2n)—In(a+c+3n)

—In(a+c+4n) —etc
IV: In(a+b+c)+In(a+b+c+n)+In(a+b+c+2n)
+In(a+b+c+3n)+In(a+b+c+4n) +etc

Auf diese Weise ist also die ganze Frage darauf zurtickgefiihrt worden, dass
man unendliche Ausdriicke findet, die diesen unendlichen Reihen von Loga-
rithmen gleich sein sollen.

§10 Weil also der gesuchte Wert S unendlich vielen Logarithmen gleich
gefunden worden ist, wird er selbst als ein Logarithmus betrachtet werden
miissen; deshalb wollen wir S = In O setzen und, indem man von Logarithmen
zu Zahlen {iibergeht, wird man entdecken, dass der Wert von O auf die
folgende Weise durch Faktoren ausgedriickt wird

_ala+b+c) (a+n)atb+c+n) (a+2n)(a+b+c+2n)

(a+b)(a+c) (a+b+n)(a+b+n) (a+b+2n)(a+c+2n)

(a+3n)(a+b+c+3n)
(a+b+3n)(a+c+3n)

welchen Ausdruck wir in die durch einen Punkt getrennten Glieder aufgeteilt
haben, von welchen ein beliebiges zwei Faktoren im Zihler und ebenso viele
im Nenner enthilt, welche Faktoren in den einzelnen Gliedern so beschaffen
sind, dass die Summe der Faktoren des Zihlers immer der Summe der Fak-
toren des Nenners ist. Aufserdem bemerke man aber, dass, indem man i fiir
eine unendliche Zahl nimmt, dass infinitesimale Glied

(a+in)(a+b+c+in)
(a+b+in)(a+c+in)




ist, welches entwickelt

a(a+b+c)+in(2a+b+c)+iinn
(a+b)(a+c)+in(2a+b+c)+iinn

liefert, dessen Wert wegen der ersten endlichen verschwindenden Teile na-
ttirlich der Einheit gleich wird; daher sieht man ein, dass dieser Ausdruck
einen endlichen und bestimmten Wert haben wird, und je mehr Glieder so
miteinander multipliziert werden, er sich desto besser dem wahren Wert von
O néhern wird, weil ja hinreichend weit entfernte Glieder sich immer weniger
von der Einheit unterscheiden.

§11 Um nun den wahren Wert des Buchstaben O zu finden, wollen wir ein
bemerkenswertes Lemma zur Hilfe nehmen, dessen Giiltigkeit ich schon in
der “Calculi Integralis” strenger bewiesen habe, welche sich so verhilt. Wenn

P _(m+4p)qg (m+p+n)(qg+n) (m+p+2n)(q+2n)
Q p(m+q) (p+n)(m+q+n) (p+2n)(m+q+2n)
(m+p+3n)(q+3n)

(p+3n)(m+q+3n)

sein, welcher Ausdruck in gleicher Weise aus unendlich vielen Gliedern
besteht, in deren einzelnen so der Nenner wie der Zihler auch aus zwei
Faktoren besteht, genauso wie unser fiir O gefundener Ausdruck, woher nicht
schwer die Buchstaben p, g und m so bestimmt werden kénnen, dass O = 5
hervorgeht, weil ja der Buchstabe n auf beiden Seiten dieselbe Bedeutung
beibehilt; und auf diese Weise wird der Wert des Buchstaben O zumindest
auf die gewohnlichen Integralformeln P und Q zuriickgefiihrt werden. Hier
ist aber natiirlich zu bemerken, dass die einzelnen Buchstaben p, g, m und n
positive Zahlen bezeichnen miissen; das ist auch tiber unsere Buchstaben a,
b und c festzuhalten, weil ja unsere kanonische Formel [ £-dx = In (1 + m)
nicht mit der Wahrheit vertraglich sein kann, aufSer 1 + m war eine positive
Zahl, weil andernfalls die daher hervorgehenden Logarithmen von negativen
Zahlen imagindr werden wiirden.

§12 Um 5 und Q einander anzugleichen, wird es geniigen, die ersten Glieder

a@tbte) o (mtpl

(a+Db)(a+c) p(m+q)



gleichgesetzt zu haben, weil deshalb anschliefiend alle folgenden Glieder von
selbst {ibereinstimmen werden. Diese Identitit wird aber auf zweifache Weise
erhalten werden kénnen; nachdem namlich g = 4 genommen wurde, wird
entweder m +q = a + b oder m + q = a + c gesetzt werden konnen, sodass auf
die erste Weise m = b ist, auf die zweite Art aber m = c¢; aber dann wird in der
Tat fiir die erste Art p = a + c sein, woher von selbst m + p = a + b 4 c werden
wird; fiir die zweite Art muss in der Tat, wo m = cist, p = a + b genommen
werden, woher erneut von selbst m + p = a + b + ¢ wird; deshalb werden wir
daher zwei Werte fiir p und g erhalten, woher auch zwei Losungen entstehen
werden, die sind:

P = [xvteldy(1—x")""
b—n

Q= [x"tdx(1—x")"

P =[x~ 1dx(1 —x") 5

c—n

Q= [x""ldx(1—x")"

L. Losung {

II. Losung {

bei beiden wird namlich O = g sein und weil S = InO ist, wird S = InP —
In Q sein und haben den Wert von S durch endliche Formeln ausgedriickt
gefunden.

§13 Uber die Werte der Buchstaben p und g miissen aber zwei besonders be-
merkenswerte Fille erwdhnt werden, in denen sie sich sogar uneingeschrankt
beschaffen lassen; der eine liefert nimlich

m—n 1
/x”_ldx(l —x")m ==,
m
der andere besteht in der Tat darin, dass
m—n 7-[
(1 - ) = ——
/ ( ) nsin ©7%

ist, wo 7 180° bezeichnet oder die Semiperipherie des Kreises, dessen Radius
gleich 1 ist. Weil daher fiir unsere erste Losung m = b ist, wollen wir sehen,
ob p und g sich auf diese absoluten Werte zurtickfiihren lasst. Das passiert
aber, wann immer b = c ist und dariiber hinaus a = n — b, in welchem Fall
die beiden Losungen einander entsprechen, welchen Fall es also der Miihe
Wert sein wird getrennt entwickelt zu haben.



ENTWICKLUNG DES FALLES, INDEMc =bUNDa =n—"»
IST

§14 In diesem Fall wird also die vorgelegte Formel

/ 0 ldx (1 - )2
S = .
Inx 1—xn

sein; dann haben wir in der Tat gesehen, dass

P = /x”’ldx(l - x”)an _1

b
ist und \ -
Q=[x ldx(1 - = T
nsin 7%
weshalb, weil S =InP —InQ = lng ist, nach Einsetzen dieser Werte
- b
G TSI
br

sein wird, wo klar ist, dass b < n sein muss, woher es forderlich sein wird,
die folgenden Beispiele betrachtet zu haben.

BEISPIEL 1, INDEM b = 1 UND 1 = 2 IST

b

§15 In diesem Fall wird also sin°F = 1 sein und daher S = In %; wenn

deshalb die vorgelegte Formel
S = / ﬁ 1—x
) Inx1+x
war, wird S = ln% sein; aber es wird in der Tat, indem man den Wert von S

durch Logarithmen entwickelt, wie wir es oben gemacht haben, wegen a =1,
b=c=1undn=2

In14+In3+In54+In7+1n9+1In1l + etc
S=¢-2In2—-2n4—-2In6 —2In8 —21n10 — etc
In34+In54+In7+1In9+1In11+1In13 + etc

nach Ordnen von welchen
S=In1-2In2+2In3—-2In4+2In5—-2n6+2In7 —-2In8+2In9 — etc

sein wird.



§16 Wenn also andererseits diese Reihe von Logarithmen vorgelegt wird
s=In1l-In2+In3—-In4+In5—-In6+1In7 — etc,

wird ihre Summe angegeben werden konnen. Weil ndmlich S —2s = —In1 =
0 ist, wird s = %ln 2 =1In \/j wegen S = ln = sein; oder weil 7T > 2 ist, wird

s=—In \/? sein; die Summe s wird naturhch negativ sein.

BEISPIEL 2, INDEM b = 1 UND 1 = 3 IST

§17 In diesem Fall also, in dem a = 2 ist, wird die vorgelegte zu integrierende
Formel

o fxdx(1—x)?  fxdx 1-x
Inx 1—x3 ) Inx1+x+axx
f 3\f

sein, weil darauf sin 7 = 5° ist, wird der gesuchte Wert S = In sein; aber
derselbe Wert S wird durch eine Reihe von Logarithmen ausgedruckt wegen
a=2,b=c=1lundn=3

In24+In5+n8+In1l+1nl1d+1Inl7 + etc
S5=¢-2n3-2In6—-2In9—-2In12 —-21In15 —etc
InN4+In74+In10+In13+In16+1n19 + etc

sein und so wird also

S=In2-2In3+In4+In5-2In6+In74+In8—-2In9+In10+In11 —2In12
+In11 —-2In12+1In13+In14 — etc

3\f

sein, die Summe welcher hinreichend regelméfiigen Reihe also S = In ist.

BEISPIEL 3, INDEM b = 2 UND nn = 3 IST

§18 In diesem Fall wird also a = 1 sein und unsere Integralformel wird

_ [ dx (1- xx)? dx (1—x)(1+x)?

Inx 1—-23  J Inx 1+x+axx

werden, deren Wert also S = In 3\[ sein wird; aber derselbe Wert S wird
durch eine Reihe von Loganthmen ausgedriickt wegena =1,b=c=2und

10



Inl+n4+In7+Inl10+1In13 + etc
S=¢-2In3-2In6—-2In9—-2In12 —etc
+In54+1In8+1In1l1+1In14 + etc

sein und so wird also

S=Inl1-2In3+Mn4+In5-2n6+In7+In8—-2In9+1In10+1In1l1 — etc

sein, die Summe welcher Reihe also S = In % ist, woher, weil S = 1n% ist

7-11 10-14
9.9 12-12

5 4-8 ot
-3 6-6

sein wird, dessen Wert also gleich % sein wird.

BEISPIEL 4, INDEM b = 1 UND 1 = 4 IST

§19 Daher wird also wegen a = 3 unsere Integralformel

5_ xxdx (1—x)? [ xxdx 1—x
) Inx 1—x* ) Inx T+x+xx+2a3

sein, deren Wert also gleich In 2—\7? sein wird; aber in der Tat wird der selbe

Wert durch eine Reihe von Logarithmen wegena =3, b =c=1und n =4
auf diese Weise ausgedriickt werden

In34+In7+1In11+In15 + etc
S=¢-2n4—-2In8—-2In12 —etc
In54+1In9+1n13 + etc

und daher wird also

sein.
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BEISPIEL 5, INDEM b = 3 UND n = 4 IST

§20 In diesem Fall wird also 2 = 1 sein und unsere Integralformel wird

dx (1—2x3)2
"/ Inx 1—x*

werden, deren Wert also S = In 2‘[ sein wird, welcher auch auf diese eine
Reihe von Logarithmen ausgedruckt werden wird

In14+In54+n9+1In13+1n17 + etc
S=¢-2hn4—-2In8—-2In12 —-2In16 —etc
In7+1In11+1In15+1In19 + etc

daher wird also

8 12.12 16.16 €7 3x

1.7 5-11 15-9 13-19 242
T 4.4°8

ZO\TI

werden.

§21 Aufler diesen Fillen aber, in denen wird beobachtet haben, dass die
Formeln P und Q gleichzeitig eine Integration zulassen, ldsst sich als sicher
bestitigen, dass dariiber hinaus keine anderen gegeben sind, in denen das
passiert. Dennoch sind unzéhlige andere Fille gegeben, in dem der Wert
unserer Integralformel S uneingeschrankt ohne Integralformeln angegeben
werden kann, auch wenn keine der Formeln P und Q abseits davon integriert
werden kann; weil diese Félle per se sehr bemerkenswert sind, wollen wir fiir
deren Untersuchung das folgende Problem verkiinden.

PROBLEM

§22 Es sind die Falle zu untersuchen, in denen sich der Wert S der vorgeleg-
ten Integralformel ohne Integralformeln ausdriicken ldsst.

LOSUNG

Die ganze Aufgabe geht also darauf zuriick, dass man Relationen solcher Art
zwischen den Exponenten a4, b, c und # findet, in denen der oben verwendete

12



Bruch g uneingeschrankt ausgedriickt werden kann, obwohl keine dieser
Formeln getrennt davon eine Integration zuldsst; dann wird ndmlich der
gesuchte Wert der vorgelegten Formel S = In g sein. Aber wir haben gesehen,

dass dieser Bruch 5 dieses ins Unendliche laufende Produkt bezeichnet
P ala+b+c) (a+n)(a+b+c+n) (a+2n)(a+b+c+2n)

Q @ib)ato) (atbtmatcrn) @ibran)atcran) &

§23 Nun wird es in der Tat forderlich sein, sich zu erinnern, dass so die
Sinusse wie die Kosinusse von Winkeln durch unendliche Produkte dieser
Art ausgedriickt zu werden pflegen; weil namlich

prt _ pm 4rr—pp l6rr —pp 36rr —pp

e T 4rr 16rr 36rr ete

ist, wird durch Kombination zweier Ausdriicke dieser Art

sin% :B.4YV—PP.1677—PP_36rr_pp.64rr_pp-etc
sinl g drr—qq 16rr—qq 36rr—qq 64rr —qq

sein. Wenn daher der obere fiir 5 gefundene Ausdruck auf diese Form
zurtickgefiihrt werden kann, dann wird jedenfalls

S = lnsing - lnsin%
sein. Damit aber diese Reduktion leichter gelingt, wollen wir den letzten
Ausdruck in dieser Form darstellen

sin 5~ _p@2r—p) Qr+p)@dr—p) (@4r+p)6r—p) . etc,

sind  q(2r—q) (2r+q)(4r—q) (4r+q)(6r—q)

die Glieder welches Ausdrucks natiirlich so fortschreiten, dass die einzelnen
Faktoren, so der Ziahler wie der Nenner, immer um dieselbe GrofSe 2r vermehrt
werden. Weil daher im Ausdruck £ die einzelnen Ausdriicke den Zuwachs
n erhalten, wird n = 2r gesetzt werden miissen, nach Bemerken wovon es
gentiigen wird, die ersten Glieder einander gleich zu machen; das wird, indem
man

a=p, a+b+c=2r—p, a+b=gq, a+c=2r—q

nimmt, passieren, woher man die einzelnen Buchstaben berechnet

)a=p, 2)b=q—p, 3)c=2r—p—q,

13



wihrend n = 2r wird. Daher wird es aber der Miihe Wert sein, bemerkt zu
haben, dass
2a+b+c=2r=n

sein wird, sodass unsere allgemeine Formel auf diesen Fall daher immer
angewendet werden kann, wenn nur n = 2a + b + ¢ war; dann wird ndmlich
p=a,q=a+bund2r=2a+0b+r.

§24 Wenn also unsere allgemeine Formel tatsidchlich entwickelt wird und
anstelle von n dieser Wert 2a + b + ¢ geschrieben wird, wird sie diese Form
annehmen

dx x* — xa+b o xa+c + xa+b+c
5= / xInx 1 — x2atb+te ’
deren Wert also, wenn anstelle von p, g und r die gerade gefundenen Werte
geschrieben werden,

T pnsin DT

2a+b+c 2a+b+c

sein, welche Formel natiirlich so uneingeschrankt ist, dass sie weiter keine
Integralformel involviert, vollig wie gewtinscht. Es ist daher klar, dass der
zuvor betrachtete Fall in diesem nicht enthalten ist; weil ndmlich in jenem
a =n—>bund ¢ = b gewesen war, wird daher 22 + b + ¢ = 2n werden,
wahrend im gegenwaértigen Fall 2a + b + ¢ = 2n ist.

P
S=In— =Insin
Q

§25 Wenn wir also nun in diesem Ausdruck die Buchstaben p, 4 und r
in die Rechnung einfiithren, wird unsere Integralformel auf diese Gestalt
zurtickgefiihrt werden

5 dx xP —x9 — x2—9 4 x2r—p
N / xlnx 1—x%

deren Wert von x = 0 bis x = 1 erstreckt also
S = lnsin% — lnsin%
sein wird, wo klar ist, dass dieser Ausdruck derselbe bleibt, auch wenn 2r — p
anstelle von p geschrieben wird, anstelle von g aber 2r — g, deshalb weil
L (2r—p)m . pm L (2r—gq)m . q7
sin o = sin o und sin > = sin P
ist; aber die Integralforml wird, nachdem entweder die eine der beiden Substi-

tutionen oder jede von beiden gemacht worden ist, tiberhaupt nicht verdndert.
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§26 Wenn wir also anstelle von p und g die Ausdriicke r —p und r — ¢
schreiben, werden jene Sinusse und Kosinusse verwandelt; dann wird aber
die Integralformel selbst

dx x" P —x"9 — x"T9 4 x" TP
S = / .
xInx 1— x?

sein, deren Wert nun gleich

prt qr
In cos P In cos P

sein wird, wo wiederum Kklar ist, dass keine Verdnderung entsteht, ob die
Buchstaben p und g negative Wert haben oder positive.

KOROLLAR 1

§27 Weil also in diesen Féllen keine der Integralformeln P und Q so eine
Integration zulésst, so scheint es hier umso bemerkenswerter, dass nichtsde-
stoweniger der Wert des Bruches 5 uneingeschrankt ausgedriickt werden
kann, weil durch die Sinusse

p
P sin o

qT[
Q sin%

ist. Weil also in diesem Falla = p, b =g —p,c = 2r —p —qund n = 2r ist,
werden die oben in §12 fiir P und Q beschafften Integralwerte in die Formen
tibergehen

x2r—q-1 p—1
P/ dx udQ/ xP~dx

x2r 1+P2r xzr 1+ 2r

Welche Werte auch immer also den Exponenten zugeteilt werden, es wird
o

. sin 5 .

immer 5 = ——#& sein.

sin -

KOROLLAR 2

§28 Weil sich ja hier anstelle von p und g die Ausdriicke 2r — p und 2r — g
schreiben ldsst, konnen wir daher die folgenden vier Integralformeln beschaf-
fen, sodass fiir die einzelnen

p
P sin o
. qﬂ
Q sin%
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ist, welche vier Werte sich so verhalten werden:

x2r—q-1 xP—1
e /dﬁ; wd 0 /dxp
x2r 1451 x2r 1+5;
x2r—q4-14 y2r—p-1
(1—x2)2 5% (1 —x2)?
q- 1d_ r-14
mop- [ S und Q= / x xw
1—x2’ (1 —x2)
x4 1 2r p—1
V. P = /dxq und O = / o xrdx
X2+ s — x2r) 1+ 45F
KOROLLAR 3

§29 Wenn wir also hier anstelle von p und g r — p und r — g schreiben,
wodurch die Sinusse in Kosinusse verwandelt werden, werden wir 4 so
beschaffene Integralformeln fiir P und Q erhalten, dass fiir alle

pTL’
E _ COS 5~
177'[
Q cos7;
ist, welche vier Werte
=14y x'—P—1dx
I P= / —_— und Q= 7
x2r 1+4P 2, (1 x27)1+7
r+q 1dx xr+pfldx
nmr=/———— und Q=

(1- xzr)1+% / (1— xzr)1+’72—t”’
r—q-14 r—p-14

m. p— [ ——— = und Q:/x—xw

(1 —x2)1=% (1—x2r)1-5"

/ xr+p—ldx

xr—q-1
V. P= /dx und Q=

x2") 1+ (1- x2r>1+%

sein werden, welche vier Formeln so schon miteinander konform gehen,

dass sie sich nur in Bezug auf die Vorzeichen unterscheiden, mit denen die
Buchstaben p und g versehen sind.

KOROLLAR 4

§30 Diese Formen aber sind véllig von jenen verschieden die wir oben in

der Entwicklung in §14 erhalten haben, wo g = bn sin b—” war; damit dieser
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Unterschied deutlicher vor Augen gefiihrt wird, wollen wir anstelle von b und

n die Ausdriicke p und 2r schreiben, dass 5 = ;:T sin gy wird; dann wird aber
2r 1dx Zr p—1 dx
po [ g o [
(1 — x2)! (1 — x2r)!
welche Formeln so eine Integration zulassen werden, wahrend man
1 T
P=—- und = —
p Q= 2r sin p i
berechnet.
KOROLLAR 5
§31 Wenn wir also in den Formeln des vorletzten Korollars 4 = 0 nehmen,
dass £ = cos EX wird, werden wir 2 nur fiir diesen Fall verschiedenen Formeln

2r
fiir P und Q erhalten, welche sind

A1 xr—p-1
IP/dx undQ/ dx

1_x2r 1-£ 1_x2r 1-£

x'—14 x'+r=14
I P= /7’6 und Q= /7’(
1— er 1+£ 1— x2r 1+£

Wenn wir aber in den Formeln des vorvorletzten Korollars g = r setzen,
dass & 5= sin &= hervorgeht, werden wiederum zwei Formeln fiir P und Q
hervorgehen, welche

A1 p—1
L P= /dxundQ / X dx

1_x2r +§ 1_x2r +2p,

=1 x2r—p—1
I p— /dx and Q= /dx

1—x272 b 1—x27‘2 2r

sind.

KOROLLAR 6

§32 Wenn wir also in den Formeln von Korollar 2 g = r — p setzen, dass

sin %r = Cos ’; wird, wird man Q = tan p haben und die vier Werte fiir die
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Formeln P und Q werden sein:

r+p—1 p—1
T Sy~
(1 _ x27)5+7 (1 _ x27)7+7
yr+r-14 2r—p-14
ILP = /7" und Q= /H
(1—x%):2 1— x2r)3
x—p-1 p—1
MLp — /dx und Q:/xdx
(1—x%)2 (1—x%)2
x'—p-1 2r—p—1
wpo ] Ty g [
1—x2r)2=r (1—x2r)27r
KOROLLAR 7

§33 Meistens wird es aber auch helfen zu wissen, dass die Integralformel
S fiir die Fille, in denen sie entweder 2 5 = cos 27: oder £ o= sin% oder

5 = tan % wird, fiir den ersten

5 / dx x"7FP —2x" "7 Incos P70
) xlnx 1— x2 N 2r
wird, fiir den 2. Fall
©odx xP = 2% x¥P . pT
S = / :1 -,
xInx 1— x2r nsto,
fiir den 3. Fall aber
dx xP —x"P — xTP 4 x27F pre
— — Intan 25
S /xlnx 1 — x2r ntan 2r’

welche letzte Formel auf diese zurtickgefiihrt wird

/ dx xp_xr_p—lntanﬁ
xlnx 1+x 2r’

welche dieselbe Integration ist, die ich vor nicht allzu langer Zeit auf verschie-
densten Wegen gefunden hatte.
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BEMERKUNG

§34 Zuletzt bemerke man aber tiiber all diese verschiedenen Integralformeln,
dass die, in denen man einen Exponenten grofier als die Einheit findet, ja als
ungeeignet zu verwerfen sind, deshalb weil deren Werte integriert fiir x =1
gesetzt unendlich werden, was freilich, weil es in jeder der beiden Formeln
P und Q gleichzeitig passiert, nicht daran hindert, dass der Bruch 5 den
angegebenen Wert erhilt; aber weil er sich daher nicht bestimmen lésst, leisten
auch die Formeln dieser Art nicht den gewtiinschten Nutzen. Gliicklicherweise
ereignet es sich aber, dass viele Formeln da sind, aus denen sich der wahre
Wert berechnen lésst.
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